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We prove that the MongeAmpe re equation which is relative to the existence of
Ka hlerEinstein metrics
Log M(.)=&*.+ f
admits, for all *<(m+1)4m, a solution on the blowing-up of the complex projec-
tive space of complex dimension m at one point. We establish the same result on
the blowing-up of the two-dimentionnal projective space at two points, and this, for
all *<38.  1997 Academic Press
INTRODUCTION
Soit (M, g) une varie te Ka hle rienne compacte, notons C1(M) sa
premie re classe de Chern. Rappelons que C1(M) correspond a la classe de
cohomologie du tenseur de Ricci, et que la diffe rence de deux de ses
repre sentants |1 , et |2 , dans le cadre de nos varie te s, s’e crit  . ou . est
une fonction re elle a valeurs dans M. On suppose C1(M) positif, c’est a dire
l’existence d’une (1,1)-forme | de finie positive dans C1(M). Cette
hypothe se nous permet donc de choisir notre me trique g de sorte que sa
premie re forme fondamentale |=(i2?) g*+ dz* 7 dz+ soit dans C1(M), g*+
de signant les composantes du tenseur me trique. Conside rons le changement
de me trique Ka hle rien:
g$*+ = g*+ +*+ .
ou . # C(M) ve rifie que la (1, 1)-forme g*+ +*+ . est de finie positive,
de sorte que g$ de finisse bien une me trique (on dira alors que . est
Cg-admissible).
Conside rons l’e quation:




Copyright  1997 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
File: 580J 308702 . By:BV . Date:21:08:97 . Time:15:22 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2915 Signs: 1913 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm




g*+ dz* 7 dz+ # C1(M)


















On montre que toute solution de (1) est g-admissible et que la re solution
de l’e quation (1) pour *=1, revient a prouver l’existence d’une me trique
d’EinsteinKa hler g$*+ = g*+ +*+ . sur M. Rappelons les cas *=0 et
*=&1, qui repre sentent simultane ment les cas C1(M)=0 (qui est un cas
particulier de la conjecture de Calabi) et C1(M)<0, l’existence de me tri-
ques d’Einstein a e te prouve e par T. Aubin [A3] et S. T. Yau [Y]. Lors-
que C1(M) est positif, on sait que certaines varie te s re pondant a une telle
condition ne peuvent posse der de me triques d’EinsteinKa hler (voir les
obstructions de Lichnerowicz [L] et de Futaki [F]). Le type de varie te s
que nous e tudierons se situe dans ce cadre, a savoir le cas C1(M)>0 avec
impossibilite d’existence de me triques d’EinsteinKa hler. Cependant il est
naturel de se poser la question suivante: pour quelles valeurs de *, l’e qua-
tion (1) admet-elle des solutions. C’est pre cise ment la question qui fait
l’objet de cet article. Ne anmoins, un rappel historique permettra de mieux
situer le proble me. Pour re soudre le cas C1(M) ne gatif, Aubin conside re la
famille d’e quations:
Log M(.)=.+tf, .Cg-admissible,
et utilise la me thode de continuite ; la de rive e de l’ope rateur qui a . # C5+:
associe .&Log M(.) e tant e gale a +2g$ est inversible. Malheureuse-
ment dans le cas positif &+2g$ n’est plus inversible et il semblait que
cette me thode n’e tait plus applicable. En fait il n’en est rien, Thierry Aubin
dans [A2] applique la me^me me thode en utilisant une autre famille d’e qua-
tions:
Log M(.)=&t.+ f, .Cg-admissible (1)t
et rame ne le proble me au calcul de l’estime e C0 des solutions .t de (1)t .
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RE SULTATS CONNUS CONCERNANT LE CAS C1(M)>0
The ore me 1 (Aubin [A2]). Soit (M, g) une varie te Ka hle rienne com-
pacte de dimension complexe m, de volume V et a premie re classe de Chern
positive. Conside rons l ’ine galite :
|
M
e&. dvC exp \‘I(.)& 1V |M . dv+ (2)
ou . est Cg-admissible. I(.)=M .(1&M(.)) dv, et |=(i2?) g*+ dz
* 7
dz+ # C1(M)
C et ‘ e tant des constantes positives. Posons
‘m=Inf[‘>0 tel que C existe dans (2) pour les fonctions
.t Cg-admissible].
Alors si m(m+1) ‘mV<1 l ’e quation (1) admet une solution pour *=1 et M
admet une me trique d ’EinsteinKa hler.
Quelques anne es plus tard, et se basant sur une ine galite de Ho rmander
[H] the ore me 4.4.5, Tian dans [T] de montre l’ine galite :
|
M
e&:. dvC exp \&:V |M . dv+ (3)
pour les fonction .Cg-admissible et :>0 assez petit.
En utilisant la fonctionnelle I(.) d’Aubin de finie ci-dessus, Tian montre le
The ore me 2. Soit (M, g) une varie te Ka hle rienne compacte de dimen-
sion complexe m (de volume V ) telle que C1(M)>0 et soit:
:(M)=Sup[:>0, C existe dans (3) pour .Cg-admissible]
Alors de s que :(M)>m(m+1) l ’e quation (1) admet une solution pour *=1
et M admet une me trique d ’Einstein.
Tian montre le me^me re sultat en prenant des fonctions C-admissibles
invariantes par un groupe d’automorphismes G:
The ore me 3. Soit (M, g) une varie te Ka hle rienne compacte de dimen-
sion complexe m a C1(M)>0. :G(M)=Sup[:>0, C existe dans (3) pour
.Cg-admissible; G-invariante] G/Aut(M). Alors si :G(M)>m(m+1),
M admet une me trique d ’EinsteinKa hler.
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Sans cette seconde version, la condition :(M)>m(m+1) semblait tre s
restrictive puisque parmi les varie te s qui posse dent des me triques
d’EinsteinKa hler ‘‘naturelles’’ comme Pm l’espace projectif complexe de
dimension complexe m, muni de la me trique de FubiniStudy, Aubin mon-
tre dans [A4] que :(Pm)=1(m+1). Par contre, le choix d’un bon groupe
d’automorphismes G donne :G(Pm)=1 (Voir [R, B.C, N]).
Notons X l’espace Pm e clate au dessus d’un point et Y l’espace P2 e clate
au dessus de deux points. Dans cet article on mettra en e vidence, dans un
premier temps, une me trique sur X appartenant a C1(X) (me^me chose
pour Y). Ceci permet de voir, a l’aide d’un the ore me de Futaki que X et
Y ne peuvent admettre de me triques d’Einstein. Dans un deuxie me temps,
et en nous inspirant d’une me thode introduite par Aubin [A4], nous
estimerons l’invariant de Tian relatif aux espaces X et Y, et ce, moyennant
le choix d’un bon groupe d’automorphismes. Ceci nous permettra d’obtenir
un majorant des valeurs de * pour lesquelles les solutions .t de
Log M(.)=&t.+ f, t # [0, *] (1)t
sont uniforme ment borne es, ce qui permettra de conclure sur l’existence de
solutions pour ces valeurs de *.
DESCRIPTION DE X ET CONSTRUCTION
D’UNE METRIQUE SUR X
Munissons Pm de la me trique de FubiniStudy, elle est Ka hle rienne et
ses composantes dans une carte locale s’e crivent
g~ *+ =(m+1) *+ Log(1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2).
Cette me trique est d’Einstein.
Soit [Z0 , Z1 , ..., Zm] un syste me de coordonne es homoge nes sur Pm .
De signons par X l’espace Pm e clate au point [0, 1, 0, ..., 0]. X est la sous
varie te de Pm_Pm&1 , de finie par la famille d’e quations ZiYj=ZjYi (pour
i, j=0, 2, 3, ..., m), [Y0 , Y2 , ..., Ym] e tant un syste me de coordonne es
homoge nes pour Pm+1. Notons ?o et ?1 les projections de X sur Pm et
sur Pm&1. De signons par |p la me trique de FubiniStudy sur Pp .
Notons
g=2?0*|n+(m&1) ?1*|m&1 .
Alors g est une me trique Ka hle rienne sur X.
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Dans une carte U dense dans X g a pour composantes
g*+ =2*+ log(1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2)
+(m&1) *+ log(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)
Ve rifions que cette me trique est bien dans la 1e re classe de Chern. Pour ce
faire, on calculera le de terminant de ((g*+ ))1*, +m puis on comparera R*+
(composantes du tenseur de Ricci de g), a g*+ .





et g # C1(X ).























Pour faciliter le calcul, on posera:
H=2h2f +(m&1) f 2h; K=2h2+(m&1) f 2 et d= f 2mh2m | g|;
on a donc
d=det \
2h2( f &z1z 1) 2h2(&z2z 1) 2h2(&z3z 1) } } } 2h2(&zmz 1)
+ .2h
2(&z1 z 2) H&Kz2z 2 &Kz3z 2 } } } &Kzm z 2
2h2(&z1 z 3) &Kz2z 3 H&Kz3 z 3 } } } &Kzm z 3
b b b . . . b
2h2(&z1 z m) &Kz2z m &Kz3 z m } } } H&Kzmz m
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En de veloppant par rapport a la premie re colonne, on a:




















4h4 |z1 | 2 |zi | 2 di
ou di
&1 z2 } } } zi&1 zi+1 } } } zm
&Kz 2 H&Kz2z 2 } } } &Kzi&1z 2 &Kzi+1z 2 } } } &Kzmz 2
b b
. . . b b b
=det\&Kz i&1 &Kz2z i&1 } } } H&Kzi&1z i&1 &Kzi+1z i&1 &Kzm z i&1+ .&Kz i+1 &Kz2 z i+1 } } } &Kz i&1z i+1 H&Kzi+1 z i+1 } } } &Kzm z i+1b b } } } b b . . . b
&Kz m &Kz2z m } } } &Kzi&1 z m &Kzi+1z m } } } H&Kzmz m
Le premier de terminant est e gal a : Hm&2(H&K mi=2 |zi |
2) et \i di=
(&H)m&2 de sorte que
d=2h3H m&2 \H&K :
m
i=2




Puis en remplac ant mi=2 |zi |
2 par h&1 et |z1 | 2 par f &h dans d, il vient:





|zi | 2 C pm&22
p(m&1)m&2& p
_(hm+ p+1f 2m& p&2+hm+ p+2f 2m& p&3)







p+1(m+1)m&2& p hm+ p+2f 2m& p&3).
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Dans la carte U les composantes du tenseur de Ricci sont alors donne es
par:





L’e criture tensorielle (4) n’a lieu que dans la carte U, mais on voit que cette
expression se prolonge a tout X. En effet P # C(X) et (4) est valable sur
X par continuite de R*+ , g*+ , *+ P et par densite de U. On a ainsi montre
que la forme fondamentale est cohomologue a sa forme de Ricci d’ou
g # C1(X).
Ce calcul permet de voir a l’aide d’un the ore me de Futaki [F] que X
n’admet pas de me trique d’Einstein. On peut aussi prouver ce re sultat a
l’aide d’un the ore me de Lichnerowicz, le groupe d’automorphismes de X
n’e tant pas re ductif. Enonc ons le re sultat de Futaki.
Soit M une varie te complexe compacte a premie re classe de Chern
positive. Soit C +1 (M) l’ensemble de toutes les (1,1)-formes positives
repre sentant C1(M). Soit |=(i2?) g*+ dz* 7 dz+ un e le ment de C +1 (M).
Les g*+ de finissent une me trique Ka hle rienne dont | est la forme de
Ka hler. La forme de Ricci R|=&i(2?)  Log det((g*+ )) est par de fini-





| est d’Einstein  P=Cste.
Soit H(M) l’alge bre de Lie complexe des champs de vecteurs





ou X # H(M) et n=dim M. Le re sultat de Futaki est le suivant:
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The ore me 4. La fonction L ne de pend pas du choix de | # C +1 (M).
Soit $M=dim(H(M)H0(M)), ou H0(M)=ker L. $M ne de pend que de la
structure complexe de M. Si M admet une me trique d ’EinsteinKa hler alors
$M=0.
Dans le me^me article [F] Futaki prouve que L est invariante par le
groupe des transformations holomorphes de M. Ce re sultat et le calcul
pre ce dent permettent d’e tablir la
Proposition 1. L’invariant de Futaki relatif a la varie te X est non nul.
De monstration. Signalons tout d’abord que l’alge bre de Lie du groupe
d’automorphismes de X est non re ductive, par conse quent cet espace ne
peut admettre de me triques d’Einstein (the ore me de Lichnerowicz [L]).
L’invariant de Futaki relatif a la varie te X est donc non nul. On peut aussi
montrer ce re sultat de manie re directe. Repe rons les points de X de la
manie re suivante: ([z$0 , z$1 , ..., z$m], [z$0 , z$2 , ..., z$m]). Plac ons-nous dans
la carte qui contient le point e clate , en l’occurrence U=[zi{0], la
parame trisation devient ([z1 , 1, z2 , ..., zm], [z1 , ..., zm]) ou z1=(z$0 z$1) et
pour i>1 zi=(z$i z$1).
Le champ L=z1(z1) est l’expression locale dans cette carte d’un
champ globalement de fini; pour le ve rifier, il suffit de se placer au voisinage
de l’e clatement.
Posons (z1 , z2 , ..., zm)= (u1 , u2 , ..., um) ou u1=z1u2=(z2 z1), ..., um=










& } } } &um

um
ce qui prouve que L est l’expression locale d’un champ de fini sur X.





Calculons la fonctionnelle de Futaki sur L.
L \z1 z1+=|Cm z1
P
z1





|z1 | 2 dz1 7 } } } 7 dzm 7 dz m>0.
La de monstration du re sultat qui va suivre se base sur une me thode
d’Aubin utilise e dans [A4], par laquelle il prouve que la constante de Tian
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relative a Pm est e gale a 1(m+1). Nous aurons besoin du the ore me
suivant montre par Aubin dans [A4]:
The ore me 5. Soit S2 la sphe re de dimension 2 munie d ’une me trique g~ et
soit V son volume. Soit  une fonction re elle de finie sur S 2, g~ -admissible on
pose  =&(14?) S2  dvS ou dvS de signe la mesure canonique de la
sphe re. On a alors: pour ;<(2?V), S2 e
&; Cste ne de pendant que de ;
et de V.
D’autre part, nous aurons aussi besoin de la proposition suivante
Proposition 2. Soit (M, g) une varie te Ka hle rienne compacte de dimen-
sion complexe m (de volume V) telle que C1(M)>0 et soit: :$(M)=
Sup[:>0, C existe dans l’ine galite M e
&:. dvC exp((&:V) M . dv)
pour . g-admissible admettant en tout point un nombre de Lelong e gal a 0].
On a :$(M)=:(M) (de fini plus haut dans le the ore me de Tian). Le me^me
re sultat a lieu en conside rant les fonctions invariantes par un groupe
d ’automorphismes.
De monstration. La de monstration se base sur un the ore me de re gularite
donne par J. P. Demailly concernant les fonctions presque plurisous-har-
moniques dans [D]. D’abord, on a a l’e vidence l’ine galite :$(M):(M), la
classe de fonctions conside re e dans la proposition e tant plus grande que
celle conside re e dans le the ore me de Tian. Conside rons maintenant une
fonction ., g-admissible admettant en tout point un nombre de Lelong nul,
le the ore me de Demailly met en e vidence une suite de croissante lorsque &
tend vers ze ro de fonctions .&Cg-admissibles convergeant ponctuellement
vers .. Pour :<:(M), on a
|
M
e&:.& dvC exp \&:V |M .& dv+
d’ou , par passage a la limite et pour :<:(M),
|
M
e&:. dvC exp \ &:V |M . dv+
ce qui termine la preuve.
The ore me A . Soit X l ’espace projectif complexe e clate au point
[0, 1, 0, ..., 0], muni de la me trique g de finie plus haut. Alors \:<
(12(m+1)), _C # R, telle que, \. # C(X ), g-admissible, on a
|
X
e&:. dvC exp \ &:Vm |X . dv+
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ou Vm de signe le volume de X pour la me trique g et dv la mesure sur X don-
ne e par dv=| g| dz1 7 dz 1 7 } } } 7 dzm 7 dz m .
De monstration du the ore me A. Soit . une fonction re pondant aux
hypothe ses du the ore me 1 et .(z1) sa trace sur l’ensemble obtenu a partir
de X en fixant z2 , ..., zm . Notons cet ensemble S2* . On suppose de plus que
X . dv=0 (il suffira donc de montrer que X e
&:. dvCste prouver le
the ore me). On rappelle que les composantes de la me trique g dans un
syste me de coordonne es locales s’e crivent:
g*+ =2*+ Log(1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2)
+(m&1) *+ Log(1+|z2 |2+ } } } +|zm | 2)
On a donc: g11 =211 Log(1+|z1 | 2)+11 f1
ou f1=2 Log \1+|z1 |
2+ } } } +|zm | 2
1+|z1 | 2 +
.(z1) est admissible pour g11 . Calculons le volume de S 2* pour la me tri-
que g11 . On a
det((g11 )) : g11 =2
1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2






g11 dz1 7dz 1







(1+r2+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)2
=4?.
.(z1) e tant g11 -admissible, d’apre s le the ore me 5 cite plus haut, pour
:<(2?V )= 12, on a
|
S*2
e&:.(z1) dvSCste exp \&:4? |S*2 . dvS+ (5)
(ou dvS de signe la me trique canonique de la sphe re). Posons:
.~ (z2 , ..., zm)=
i
2? |S*2 .(z1 , ..., zm)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 | 2)2
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et pour 2*, +m
g~ *+ (z2 , ..., zm)=
i
2? |S*2 g*+ (z1 , ..., zm)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 |2)2






Log(1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2)







Log(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)
dz1 7dz 1
(1+|z1 | 2)2
=2*+ Log(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)
+*+
2 Log(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)
|z2 | 2+ } } } +|zm | 2
+(m&1) *+ Log(1+|z2 |2+ } } } +|zm | 2)
=(m+1) *+ Log(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)+*+ ,
avec
=2
Log(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)
|z2 | 2+ } } } +|zm | 2
.
 est l’expression locale d’une fonction continue sur X.
.~ e tant g~ -admissible, .~ + est admissible pour (m+1m) fois la me tri-
que usuelle de Pm+1 et son nombre de Lelong est nul.
Assurons-nous que .~ de finit bien une fonction sur Pm&1. L’expression de
.~ obtenue a partir de . par inte gration est l’expression dans la carte
[z0{0] correspondant a une carte de Pm&1 . En fait
.~ (z2 , ..., zm)=
i
2? |S*2 .(z1 , ..., zm)




2? |C .[1, !, z2 , ..., zm]
d! 7 d!
(1+|!| 2)2
=.~ ([1, z2 , ..., zm])
Montrons que cette dernie re expression est l’expression dans la carte
[z0{0] d’une fonction de finie sur Pm&1. Pour ce faire, prolongeons cette
expression a z0=0; la carte [z0{0] e tant une carte dense.
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Pour z0{0 on a
.~ ([z0 , 1, z3 , ..., zm])=.~ ([1, 1z0 , z3 z0 , ..., zmz0])
et sachant que les points de X qui ne se trouvent pas au dessus de l’e clate-
ment s’identifient aux points de Pm autres que [0, 1, 0, ..., 0], on a d’apre s
l’e galite pre ce dente
.~ ([z0 , 1, z3 , ..., zm])=
i









Le membre de droite e tant une fonction C de z0 , z3 , ..., zm de fini en tout
point, en particulier en les points ve rifiant z0=0. D’ou la valeur de .~ en
[0, 1, z3 , ..., zm]:
.~ ([0, 1, z3 , ..., zm])=
i
2?





Or dans [A4] Aubin montre que :(Pm)=(1m+1). On a donc d’apre s la
proposition 2, pour ;<(1m),
|
Pm&1
e&;(mm+1)(.~ +) dvm&1C ste exp \ &;m(m+1) Vm&1 |S*2 (.~ +) dvm&1 +
ou dvm&1 de signe l’e le ment de volume issu de la me trique de FubiniStudy
sur Pm&1 et ou Vm&1 est le volume de Pm&1 relatif a cette me trique.
L’ine galite ci-dessus s’e crit encore:
|
Pm&1
e&:(.~ +) dvm&1Cste exp \ &:Vm&1 |Pm&1 (.~ +) dvm&1 +
pour :<1(m+1) et, compte tenu du fait que  est positif et majore , on a
|
Pm&1
e&:.~ dvm&1Cste exp \ &:Vm&1 |Pm&1 .~ dvm&1+ (6)
Conside rons . comme fonction de z1 et utilisons (5). Pour :< 12 il vient
|
S*2
e&:.(z1) dvSC ste exp \&:4? |S*2 .(z1) dvS+
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d’ou : S*2 e
&:.(z1) dvSCste exp[&:.~ ] (cette ine galite est donc valable pour
:<1(m+1)). Inte grons les deux membres de cette ine galite sur Pm&1 et





e&:.(z1 , ..., zm) dvS(z1) dvm&1(z2 , ..., zm)
Cste exp \ &:Vm&1 |Pm&1 .~ dvm&1+ . (7)
A ce stade de la de monstration, pour pouvoir conclure, il nous faut
minorer Pm&1 S*2 e
&:. dvS dvm&1 par une inte grale sur X et majorer




(1+|z1 |2+ } } } +|zm | 2)m+1
+
C1
(1+|z1 |2+ } } } +|zm | 2)m (1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)
+ } } } +
Cm&1
(1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2)2 (1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)m&1
ou les Ci sont des constantes strictement positives.
Soit U0 : [([z$0 , z$1 , ..., z$m], [z$0 , z$2 , ..., z$m]) # X tel que |z$0 |>|z$1 |]. Dans
U0 , choisissons la parame trisation: z*=(z$*z$0) de sorte que |z1 |<1. Or,
pour |z1 |<1, on a:
(1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2)&i4(1+|z1 | 2)&2 (1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)&(i&1);
cette ine galite donne une majoration de tout terme
Ci
(1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2)m+1&i (1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)i









Notons U1=[([z$0 , z$1 , ..., z$m], [z$0 , z$2 , ..., z$m]) # X tel que |z$0 |<|z$1 |].
Dans U1 , en choisissant la me^me parame trisation que celle utilise e plus
haut dans U0 on a: |z1 |>1.
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1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2=
1
|!1 | 2
(1+|!1 | 2+|!2| 2+ } } } + |!m | 2)
et
1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2=
1
|!1 | 2
( |!1 | 2+|!2 | 2+ } } } +|!m | 2)
de sorte que,
| g|=2
[2( |!1 | 2+ } } } +|!m | 2)+(m&1)(1+|!1 | 2+ } } } +|!m | 2)]m&1
(1+|!1 | 2+ } } } +|!m | 2)m+1 ( |!1 | 2+|!2 | 2+ } } } +|!m | 2)m&1
_|!1 | 2(m+1)
et dz17dz 17 } } } 7dzm7dz m=1( |!1 | 2(m+1)) d!17d! 17 } } } 7 d!m7d! m .
L’e le ment de volume dv=| g(z1 , ..., zm)| dz17dz 17 } } } 7dzm7dz m devient
dans le nouveau syste me de coordonne es
dv$=2
[2(!1 | 2+ } } } +|!m | 2)+(m&1)(1+|!1 | 2+ } } } +|!m | 2)]m&1
(1+|!1 | 2+ } } } +|!m | 2)m+1 ( |!1 | 2+ } } } +|!m | 2)m&1
_d!1 7 d! 1 7 } } } 7 d!m 7d! m .
D’autre part, l’e le ment de volume dv1 dvm&1 de S2_Pm&1 devient:
dv$1 dv$m&1=|!1 | 2
d!1 7 d! 1 7 } } } 7 d!m 7 d! m
(1+|!1 | 2)2 ( |!1 | 2+ } } } +|!m | 2)m
.
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(1+|!1 | 2+ } } } +|!m | 2)m+1
+
C1
(1+|!1 | 2+ } } } +|!m | 2)m ( |!1 | 2+ } } } +|!m | 2)
+ } } } +
Cm&1
(1+|!1 | 2+ } } } +|!m | 2)2 ( |!1 | 2+ } } } +|!m | 2)m&1
et que |!1 |<1, on obtient
(1+|!1 |2+ } } } +|!m | 2)&(m+1&i) ( |!1 | 2+ } } } + |!m | 2)&i






D’autre part, d’apre s l’ine galite de Ho lder; on a
|
X








Il suffit donc de trouver les valeurs p pour lesquelles X 1( |!1 |
2p&1) dv$














(1+|z1 | 2+ } } } +|zm | 2)m+1&i (1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2) i
d |z1 | 2+
_d |z2 | 2 } } } d |zm | 2<+




e&(:p) . dv$Cste \|X e&:. |!1 | 2 dv$+
1p
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Cette dernie re ine galite et l’ine galite (7) impliquent pour :<1(2(m+1))
|
X
e&:. dv$Cste exp \ &:Vm&1 |Pm&1 .~ dvm&1+
Pour achever la preuve il ne nous reste plus qu’a montrer que
\&|Pm&1 .~ dvm&1 +C
ste.
Sachant que .(z1) est g11 admissible, ( f1+.) est alors admissible pour la
me trique usuelle de P1CrS2 , gS , ayant pour composante dans un syste me
de coordonne es locales:
2 11 Log(1+|z1 | 2).
De signons par G(z, t) la fonction de Green du Laplacien sur la sphe re telle
que G(z, t)0. On a:
( f1+.)(z1 , ..., zm)=
1
V |S*2 ( f1+.) dvS(t)+|S*2 G(z1 , t) 2( f1+.)(t) dvS(t).
f +. e tant admissible pour la me trique de la sphe re, son laplacien est
infe rieur ou e gal a 2. Par suite,
( f1+.)(z1 , ..., zm)
i







| g| dz1 7 dz 1=
C
(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)m
=k[de terminant de la me trique usuelle a Pm&1].




(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)m |
S*2
( f1+.) | g| dz1 7 dz 1
=( f1+.)(z1 , ..., zm)
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et donc d’apre s (9)
1
k
(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)m |
S*2
( f1+.) | g| dz1 7 dz 1
|
S*2
( f1+.)(z1 , ..., zm)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 | 2)2
k1 .
Inte grons sur Pm&1 cette dernie re ine galite entre fonctions sur Pm&1 ,
sachant que




(1+|z2 |2+ } } } +|zm | 2)m
dz2 7 dz 2 7 } } } 7 dzm 7 dz m
il vient:
1
k |X ( f1+.) dv|Pm&1 \|S*2 ( f1+.)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 | 2)2
+k1+ dvm&1.
Comme X . dv=0 et f1=Log((1+|z1 |
2+ } } } +|zm | 2)(1+|z1 | 2)2)0
on a X ( f1+.) dv0. Par conse quent








(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)m









(1+x1+ } } } +xm)2
(1+x1)2
dx1 } } } dxm
(1+x1)2 (1+x2+ } } } +xm)m
<.
Ce qui termine la preuve du the ore me A.
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Minorons maintenant :G(X ) quand G est le sous groupe de Aut(X )
induit par le sous groupe de Aut(Pm) engendre par les automorphismes
suivants:
_ij : [z0 , ..., zi , ..., zj , ..., zm]  [z0 , ..., zj , ..., zi , ..., zm] i, j # [0, 2, ..., m]
et
{k% : [z0 , ..., zk , ..., zm]  [z0 , ..., zk ei%, ..., zm] k # [0, 2, ..., m] et % # [0,2?].
Notons que ces automorphismes laissent invariant le point e clate , ils indui-
sent par conse quent des automorphismes de X. De montrons maintenant le
The ore me B. Soit X l ’espace projectif complexe e clate au point
[0, 1, 0, ..., 0], muni de la me trique g (de finie plus haut). Alors, \:< 14 ,
_C # R, telle que, \. # C(X ) g-admissible, on a
|
X
e&:. dvC exp \&:Vm |X . dv+
ou Vm de signe le volume de X pour la me trique g et dv la mesure sur X
donne e par
dv=| g| dz1 7 dz 1 7 } } } 7 dzm 7 dz m .
De monstration du the ore me B. La preuve du the ore me B ayant pour
e tapes celles du the ore me A, on se bornera a rappeler ces dernie res
en de taillant uniquement celles qui font intervenir le groupe G
d’automorphismes de fini plus haut.
Soit . # C(X ) G-invariante, g-admissible ve rifiant X . dv=0. Notons,
comme dans le the ore me 1, .(z1) sa trace sur l’ensemble S 2* obtenu a
partir de X en fixant z2 , ..., zm . .(z1) est admissible pour g11 et le volume
de S 2* pour la me trique g11 est e gal a 4?. Pour :<(2?V )= 12 on a donc
|
S*2
e&:.(z1) dvSCste exp \&:4? |S*2 . dvS+ . (10)
D’autre part
.~ (z2 , ..., zm)=
i
2? |S*2 .(z1 , ..., zm)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 | 2)2
est admissible pour la me trique
g~ *+ (z2 , ..., zm)=(m+1) *+ Log(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)+*+ ,
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ou
=2
Log(1+|z2 | 2+ } } } +|zm | 2)
|z2 | 2+ } } } +|zm | 2
.
est l’expression locale d’une fonction continue sur X. De plus .~ est
invariante par le groupe d’automorphismes de Pm&1 induit par le sous-
groupe G de Aut(Pm) engendre par les automorphismes _ij et {k% .
.~ + est admissible pour (m+1)m fois la me trique usuelle de Pm&1
son nombre de Lelong est nul. De plus, si pour :, toute fonction .
g-admissible, G-invariante ve rifie
|
X




e&:(.+) dvCste exp \&:Vm |X (.+) dv+ ,
ce re sultat est e vident sachant que  est borne e.




Cste exp \ &;m(m+1) Vm&1 |S*2 (.~ +) dvm&1+ pour ;<1
ou dvm&1 de signe l’e le ment de volume issu de la me trique de FubiniStudy
sur Pm&1 et ou Vm&1 de signe le volume de Pm&1 pour cette me trique.
L’ine galite ci-dessus s’e crit encore:
|
Pm&1
e&:(.~ +) dvm&1Cste exp \ &:Vm&1 |Pm&1 (.~ +) dvm&1+




e&:.~ dvm&1Cste exp \ &:Vm&1 |Pm&1 .~ dvm&1+ . (11)
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Conside rons . comme fonction de z1 et utilisons (10). Pour :< 12 , il vient
|
S*2




e&:.(z1) dvSC ste exp [&:.~ ].






e&:.(z1 , ..., zm) dvS(z1) dvm&1(z2 , ..., zm)
Cste exp \ &:Vm&1 |Pm&1 .~ dvm&1+ \ceci pour :<
1
2+ . (12)
Pour conclure on adopte alors la me^me technique que dans le the ore me A,
a savoir minorer Pm&1 S*2 e
&:. dvS dvm&1 par une inte grale sur X et
majorer (&Pm&1 .~ dvm&1 ) . L’ine galite de Ho lder du the ore me A, con-
side re e sur l’ouvert de carte U1 permet d’e crire
|
X
e&(:p) . dv$Cste \|X e&:. |!1 | 2 dv$+
1p




ce qui donne pour :< 14 , d’apre s l’ine galite (12)
|
X
e&:. dv$Cste exp \ &:Vm&1 |Pm&1 .~ dvm&1+
Le reste de la preuve e tant identique a celui du the ore me A.
The ore me C. Soit (M, g) une varie te Ka hle rienne compacte a premie re
classe de Chern positive, g e tant choisie de sorte que |=(i2?) g*+ dz* 7
dz+ # C1(M). Soit :(M) l ’invariant holomorphe de Tian (de fini dans les
the ore mes 2 et 3). Alors l ’e quation
Log M(.)=&*.+ f (1)
admet une solution Cg-admissible sur M pour *<(m+1m) :(M).
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De monstration. La preuve utilise les estime es a priori effectue es
ante rieurement par Aubin [2]. Ainsi, elle se re sume au calcul de l’estime e
C0 des solutions .t de
Log M(.)=&t.+ f 0<=<t<*. (1)t
Comme nous l’avons rappele dans l’introduction, cette dernie re estime e
peut e^tre calcule e de plusieurs manie res. En effet, on peut utiliser indif-
fe remment la constante de Tian [T] en faisant intervenir l’ine galite de
Harnack donne e par Siu dans [S], ou utiliser la constante d’Aubin [A2],
comme nous le proposons dans ce qui suit.



























exp(&t.t+ f ) dv
exp {(SupX f )&t x(t)V = |M exp(&tt) dv.
Choisissons * tel que =t*1, on a d’apre s l’ine galite de Ho lder
|
M
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d’ou
Vexp {(SupM f )&t x(t)V = {|M exp(&*t)=
t*
V1&(t*) (14)
Rappelons l’ine galite ainsi que la constante d’Aubin (donne es dans le
the ore me 1) et adaptons les a notre e quation en conside rant M e
&*. dv a
la place de M e
&. dv. Posons





e&*. dvC exp \‘I(.)& 1V |M . dv+ (2$)
C et ‘ e tant des constantes positives. On a d’apre s (14)
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Par suite, si 1&*(V‘*)0 c’est a dire si V!**, on a
d
dt
( y&x)(t)Cste et ( y&x)(t)Cste








Donc si 1&(m+1)(V‘**)>0 c’est a dire si ‘*<*(m+1) V, on a yCste
et aussi z(t)Cste car z(t)(m+1) y(t) d’apre s (13).
De cette borne supe rieure pour la constante d’Aubin se de duit une borne
infe rieure de l’invariant de Tian de la manie re suivante:
On utilise, en nous re fe rant a [A5] l’ine galite suivante
&(t)z(t) V&1+Cste (17)
La de monstration de (17) se base sur le the ore me de Myers [A1, p. 16]





ou Gt(P, Q), Dt , et Vt sont respectivement la fonction de Green du
Laplacien, le diame tre et le volume de M relatifs a la me trique gt ayant
pour composantes dans un syste me de coordonne es
gt*+ = g*+ +*+ .t
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exp (&:) exp (*&:)(&)) dv




exp(&*) dv(exp(*&:)(z(t) V&1+Cste)) } \|M exp(&:) dv+





exp (&*) dvCste exp {*&:V I(.)= .
On obtient donc une ine galite de type Aubin (2$), on a donc ‘*(*&:V ),
or nous avons l’estime e C0 de s que ‘*<(*(m+1) V). Cette condition est
satisfaite a partir du moment ou *&:V<(*(m+1) V), c’est a dire si
:>(m*m+1).
Corollaire 1. L’e quation
Log M(.)=&*.+ f (1)
admet une solution Cg-admissible sur X pour *<(m+1)4m.
La preuve est une conse quence e vidente des the ore mes A et C.
P2 E CLATE EN DEUX POINTS
Notons Y l’espace projectif complexe de dimension complexe deux e clate
aux points [0, 1, 0] et [0, 0, 1]. Dans le cas de la dimension deux cet
espace re pond aux crite res des varie te s que nous e tudions a savoir les
varie te s a premie re classe de Chern positive ne posse dant pas de me triques
d’EinsteinKa hler. En dimension deux on aura donc e tudie tous les cas de
ce type, le cas de P2 e clate en un point ayant e te e tudie plus haut. Un calcul
similaire a celui effectue pre ce demment va nous permettre de minorer :(Y )
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Tout d’abord de crivons cette varie te et munissons-la d’une me trique qui
soit dans la premie re classe de Chern. Soit [Z0 , Z1 , Z2] un syste me de
coordonne es homoge nes de P2 . Y est la sousvarie te de P2_P1_P1 de finie
par les e quations:
Z0X1=X0Z1 et Z0Y2=Y0 Z2
[X0 , X1] et [Y0 , Y2] e tant respectivement un syste me de coordonne es
pour chacun des deux P1 .
Notons ?0 , ?1 , ?2 les projections de Y sur P2 , P1 et P1 et de signons
par |p , la me trique sur PpC de finie par  Log( |z0 | 2+ } } } +|zp | 2). Soit
g2=?0*|2+?1*|1+?2*|1 .
g2 de finit une me trique Ka hle rienne sur Y.
Conside rons l’ouvert U de Y obtenu a partir de l’ensemble des points de





Dans U la me trique g2 a pour composantes:
g2*+ =*+ Log(1+|z1 |
2+|z2 | 2)+*+ Log(1+|z1 | 2)+*+ Log(1+|z2 | 2)
Cette carte est dense dans Y. Montrons que la me trique g2 et bien dans la
premie re classe de Chern. Calculons | g2|=det((g2*+ ))1*, +2
| g2|=
1
(1+|z1 | 2+z2 | 2)3
+
1
(1+|z1 | 2+|z2 | 2)2 (1+|z1 | 2)
+
1
(1+|z1 | 2+z2 | 2)2 (1+|z2 |2)
+
1
(1+|z1 | 2)2 (1+|z2 | 2)2
R*+ =&*+ Log | g2|= g*+ +*+ P (18)
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ou
P=Log[(1+|z1 | 2)(1+|z2 | 2)(1+|z1 | 2+|z2 | 2)2]
&Log[(1+|z1 | 2)2 (1+|z2 | 2)2+(1+|z1 | 2+|z2 | 2)
_[(1+|z1 | 2)2 (1+|z2 |2)+(1+|z2 | 2)2 (1+|z1 | 2)
+(1+|z1 | 2+|z2 | 2)2]].
L’e criture tensorielle (18) a lieu seulement dans la carte U. Il nous faut
ve rifier que P est une fonction re gulie re sur Y. Pour ce faire il faut voir le
comportement de P au voisinage de z0=0, ce qui correspond a |z1 | et |z2 |
au voisinage de l’infini, ainsi que le comportement au voisinage de la fibre
au dessus du point [0, 1, 0] que l’on e clate (il en sera de me^me pour l’autre
point e clate , en raison de la syme trie de P en z1 , z2).
Il est e vident que P se prolonge bien |z1 |=|z2 |= car les exposants
intervenant au nume rateur et au de nominateur sont les me^mes.
Au voisinage de la fibre, choisissons la parame trisation z$0 , z$1=1* et z$2
et faisons tendre * vers ze ro. Dans cette nouvelle parame trisation
P=Log \} 1* }
2
+|z$0 | 2+ \} 1* }
2
+|z$2 | 2+ \} 1* }
2
+|z$0 | 2+|z$2 | 2+
2
&Log {\} 1* }
2











\ 1|*| 2+|z$2 | 2+
2
+\ 1|*| 2+|z$0 |+
2
\ 1|*| 2+|z2 | 2+
2
+\ 1|*| 2+|z$0 | 2+|z$2 | 2+
2
&=
ce qui nous fait apparai^tre *&8 en facteur au nume rateur et au
de nominateur et P se prolonge par ze ro au voisinage de la fibre. On
montre de me^me que P est C sur Y. On a donc g2 # C1(Y ).
The ore me D. Soit Y l ’espace projectif complexe e clate aux points
[0, 1, 0] et [0, 0, 1], muni de la me trique g2 de finie plus haut.
Alors \:< 14 , _C # R, telle que \. # C
(X) g2-admissible, on a
|
Y
e&:. dvC exp \&:V2 |Y . dv+
ou V2 de signe le volume de Y pour la me trique g2 et dv la mesure sur Y
donne e par dv=| g2|dz1 7 dz 1 7 dz2 7 dz 2 .
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De monstration. Conside rons l’ensemble obtenu a partir de Y en fixant
la deuxie me composante z2 . Notons cet ensemble S 2* comme dans le
the ore me A. Conside rons .(z1) la trace de . sur S 2* , .(z1) est admissible
pour la me trique:
g11 =211 Log(1+|z1 | 2)+11 f
ou f =Log
1+|z1 |2+|z2 | 2
1+|z1 | 2
de signons par V, le volume de S 2* pour la me trique g11

















d’apre s le the ore me 5, pour :<(2?V) c’est-a -dire pour :< 12 on a:
|
S*2




2? |S*2 .(z1 , z2)





2? |S*2 g~ 22 (z1 , z2)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 | 2)2
. e tant g-admissible, on ve rifie que .~ est g~ -admissible. D’autre part .~ est
bien une fonction sur P1 , pour le prouver on effectue le me^me raisonne-
ment qu’en p. 112:
On a .~ (z2)=
i
2? |S*2 .(z1 , z2)
dz1 7dz 1
(1+|z1 | 2)2
=.~ ([z2 , 1]).
Montrons que cette dernie re expression est l’expression dans la carte
[z0{0] d’une fonction de finie sur P1 . On a
.~ ([1, z0])=.~ ([1z0 , 1]).
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Or les points de Y qui ne se trouvent pas au dessus des e clatements s’iden-
tifient aux points de P2 autres que [0, 1, 0] et [0, 0, 1]. On a donc
.~ ([1, z0])=
i
2? |C .([1z0 , z1 , 1])




2? |C .([1, z1 , z0 , z0])
dz1 7 dz 1
(1+|z1 | 2)2















Log(1+|z1 | 2+|z2 | 2)










=22 Log(1+|z2 | 2)+22
Log(1+|z2 | 2)
|z2 | 2
+22 Log(1+|z2 | 2)





.~ e tant g~ -admissible, .~ +h est gs admissible (rappelons que gs de signe la
me trique usuelle de la sphe re S2 assimile e a P1) on a donc: pour :< 12;
|
S2
e&:(.~ +h) dvsCste exp {&:4? |S2 (.~ +h) dvs=
et puisque h est positif et majore on a pour :< 12
|
S2
e&:.~ dvsCste exp {&:4? |S2 .~ dvs= (20)
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e&:.(z1) dvsCste exp {&:4? |S2 .(z1) dvs=
ce qui s’e crit encore:
|
S2
e&:.(z1) dvsC ste exp {& :4? 2i |C .(z1 , z2)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 | 2)2=
Cste exp[&:.~ ].
.~ e tant fonction de z2 .
Inte grons les deux membres de l’ine galite ci-dessus sur S2 par rapport a









les indices 1 et 2 sur dvs signifie que l’e le ment de volume est soit (dz1 7 dz 1 
(1+|z1 | 2)2) soit (dz2 7dz 2 (1+|z2 | 2)2). La dernie re ine galite donne a






ste exp {&:4? |S2 .~ dvs2= (21)
A ce stade de la de monstration et comme dans le the ore me A, il faut
minorer le membre de gauche de l’ine galite par une inte grale sur Y et
majorer le terme de droite. Rappelons que la me trique g2 sur Y a pour
composantes dans un syste me de coordonne es:
g2*+ =*+ (Log(1+|z1 |




(1+|z1 |2+|z2 | 2)3
+
1
(1+|z1 | 2)2 (1+|z2 |2)2
+
1
(1+|z1 | 2+|z2 | 2)2 (1+|z1 |2)
+
1
(1+|z1 | 2+|z2 | 2)2 (1+|z2 |2)
=I1+I2+I3+I4
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dz1 7 dz 1 7 dz2 7 dz 2 .





e&:. dvs1 dvs2 .
Pour C2 e
&:.I1 d+, on utilise le me^me genre d’ine galite qu’en page 114
en l’occurrence, pour |z1 |<1 on a: (1+|z1 |2+|z2 | 2)&34(1+|z1 | 2)&2
(1+|z2 | 2)&2 et on se rame ne toujours a ce cas en conside rant U0 =
[ |Z0 |>|Z1 |] et U1=[ |Z0 |<|Z1 |]. Dans U0 on conside re la parame trisation
z1=Z1Z0 et z2=Z2Z0 ce qui donne |z1 |<1 et dans U1 la parame trisation
!1=Z0 Z1 et !2=Z2 Z1 d’ou |!1 |<1.
Enfin pour C2 e
&:.I3 d+ et C2 e
&:.I4 d+ l’ine galite recherche e reste vraie
dans Uo (c’est-a -dire pour |z1 |<1), car:
(1+|z1 | 2+|z2 | 2)&2 (1+|z1 |2)&12(1+|z1 | 2)&2 (1+|z2 | 2)&2
et
(1+|z1 | 2+|z2 | 2)&2 (1+|z2 |2)&14(1+|z1 | 2)&2 (1+|z2 | 2)&2
par contre et pour |z1 |>1 de telles ine galite s ne sont plus vraies. Con-
side rons alors le changement de variable !1=(1z1) et !2=(z2 z1).
I3 d+ demeure inchange alors que dvs1 dvs2 devient:
d‘1 7d‘ 1 7 d‘2 7d‘ 2
(1+|‘1 | 2)2 ( |‘1 | 2+|‘2 | 2)2
|!1 | 2.
Or |!1 |<1 ce qui donne





d‘1 7 d‘ 1 7 d‘2 7 d‘ 2
(1+|‘1 | 2+|‘2 | 2)2 ( |‘1 | 2+|‘2 | 2)2
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ce qui donne




En appliquant l’ine galite de Ho lder comme plus haut, et en utilisant (21)





e&:. dvCste exp {&:4? |S2 .~ dvs2= .
On a donc majore pour :< 14 l’ine grale sur Y par une inte grale sur S2_S2
a une constante multiplicative pre s. Il ne nous reste plus qu’a montrer
que (&S2 .~ dvs)C
ste. Rappelons que la restriction de . a S2* est
g11 -admissible, ce qui implique que ( f +.) est admissible pour g11 =
11 Log(1+|z1 | 2) (me trique standard de la sphe re note e gs) f =
Log((1+|z1 | 2+|z2 | 2)(1+|z1 | 2)). En utilisant la fonction de Green du
laplacien 2 (choisie positive), on trouve
( f +.)(z1 , z2)
i
2? |S2 ( f +.)(z1 , z2)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 | 2)2
+k1 (22)
car le laplacien d’une fonction gs-admissible est infe rieur a 2. Choisissons
comme dans le the ore me 1, (z1 , z2) de sorte que:
i
2?
(1+|z2 | 2)2 |
S2
( f +.) | g2| dz1 7 dz 1
=( f +.) (z1 , z2) ( | g2| est donne en p. 130)
puis en utilisant (22)
i
2?
(1+|z2 | 2)2 |
S2
( f +.) | g2| dz1 7 dz 1

i
2? |S2 ( f +.) (z1 , z2)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 |2)2
+k1 .
Sachant que dv=| g2| dz1 7 dz 1 7 dz2 7 dz 2 on a, en inte grant sur S2 cette
dernie re ine galite ,
|
Y
( f +.) dv|
S2 {
i
2? |S2 .(z1 , z2)
dz1 7dz 1









f (z1 , z2)
dz1 7 dz 1
(1+|z1 |2)2
dvs+k2 .
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Sachant que . est d’inte grale nulle sur Y et que f 0 on a:
\&|S2 .~ dv+k3 |S2 |S2 f (z1 , z2)
1
(1+|z1 | 2)2 (1+|z2 | 2)2
_dz1 7 dz 1 7 dz2 7 dz 2+k4 .





















































Corollaire 2. L’e quation
Log M(.)=&*.+ f (1)
admet une solution C-g2-admissible sur Y pour *< 38.
La preuve est une conse quence directe des the ore mes D et C.
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